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Esercizio 1l
Si disegni (qualitativamente) il grafico della funzione

f@) = e
In particolare si studino il segno di f, gli asintoti e la crescenza/decrescenza.
Calcoli edisegno: Dominio: D(f) = R\ {0}
Segno di f: f(x) > 0 per ogni z € D(f) perche la funzione esponenziale é posistiva per ogni z e la funzione 2 & positiva per
2 diverso da 0.

Asintoti: La funzione f ha un asintoto verticale inz =0
. 1 ., .
lim —e” = lim —e” =+o0
z—0— T z—0t I
(il numeratore tende a uno, il denominatore a zero).

limg,_, o ;—2 e® = 0 (il numeratore tende a zero il denominatore a +o0), pertanto f ha un asintoto orizzontale di equazione
y=0perz = —c0.

limg 4 oo ;15 e” = 4oo (il numeratore tende a +oc piu velocemente del denominatore). Vediamo se f ha un asintoto obliquo:
limy 400 % = +o00 pertanto non ha un asintoto obliquo per z — +oo perche questo limiti dovrebbe essere finito.

_e"x?—2xe®  x—2

Crescenza/decrescenza: f'(x) 1 e
I X
>0 sex <0 f crescente
() <0 se0<z<2 fdecrescente

=0 sez=2 punto di minimo relativo
>0 sex>2 f crescente
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Figure 1: f(x)



Esercizio 2

Si calcoli I’integrale

1 3z
e
/0 poran) dz

Risultato:‘ e—arctge—1+ 7 ‘

Calcoli:
Col cambiamento di variabile e* = t, e*dz = dt, dz = %.

Lo ¢ ¢ ¢ ¢ e 1 e
——dr= | ————dt=| ——dt= (1——)dt:t—arctt
/0 2z 1 /1 @+ 1)t /1 211 /1 211 9t

1 3z
e ™
/0' mdm:(e—arctge)—(l—z)



Esercizio 3

Si stabiliscano i valori di > 0 per i quali la serie

oo

Z Inz™
3 n
—(n?+1)2
€ convergente.
Soluzione: [0 < = < 2]
Calcoli:
Applico il criterio del rapporto
1 n+1 3 1) 2» 1 3 1
lim Y i 3n+1)z (n®+1) _ lm 3n+1) (*+1) T _zx
n—oo  ap, n—oo [(n+1)3 +1]27+1  3n g nsoo  3n  [(n+1)3+1]2 2

x .
Se 5 < 1 la serie converge.

Se % > 1 la serie diverge.

o0
che & asintotica a Z

n=0

oo
T . 3n
Se — =1, z = 2 la serie diventa E — — per tanto convergente.
2 o (nd n?

+1)



Esercizio4

Si determini la soluzione del problema di Cauchy

y"' —by' +6y =6x+1

y(0) =1
y'(0) =0
Soluzione: ‘ y(z) = —e** +e2* +x+1 ‘
Calcoli:
Equazione omogenea: 2" — 52’ + 62 =0
5++25—-24
s2-554+46=0, s=—Y" " 5§ =3, s3=2

2

Soluzione generale dell’equazione omogenea: z(z) = Ae3* + Be??,
Soluzione particolare: y(z) = ax +b. (¥'(z) =a,y"(z) =0).

—5a+6(az +b) =6x+1, 6azx+ (6b—5a)=06x+1,

1+ 5a
a=1,b= 6 =1
yz) =z + 1.
y(z) = Ae®® + Be®® +z+1, y'(z) = 34e>® + 2Be?® + 1.
yO)=A+B+1=1, A+B=0, B=-A
!

y(0)=3A+2B+1=0, A+1=0, A=-1, B=1.
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Eserciziol
Si disegni (qualitativamente) il grafico della funzione

1

fla)= e

In particolare si studino il segno di f, gli asintoti e la crescenza/decrescenza.
Calcoli edisegno: Dominio: D(f) = IR \ {3}

Segno di f: f(x) { <0 ser<3 (la funzione e~* & posistiva per ogni x).

>0 sex>3

Asintoti: La funzione f ha un asintoto verticale in z = 3
1

lim e ¥ =—00, lim e % =400
z—3- T — 3 z—3+t T — 3

(il numeratore tende a uno, il denominatore a zero).

limg 4 oo zlfb, e~® = 0 (il numeratore tende a zero il denominatore a oc), pertanto f ha un asintoto orizzontale di equazione
y =0perz — +oo.

limg, o ﬁ e~ ? = —oo (il numeratore tende a oo piu velocemente del denominatore). Vediamo se f ha un asintoto obliquo:

limg,_, o % = oo pertanto non ha un asintoto obliquo per z — —oo perche questo limiti dovrebbe essere finito.
—e?(x—-3)—e? 2-—x
(z —3)2 g2

—T

Crescenza/decrescenza: f'(x) =

>0 sex <2 fcrescente
fl(x){ =0 sex =2 puntodi masimo relativo
<0 sexz>2 fdecrescente
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Figure 2: f(z)



Esercizio 2

Si calcoli I’integrale

1
1
/ dx
0 €w+2

Risultato:

DN | =

[1 + log (e-l-i?)]
Calcoli:

Col cambiamento di variabile e* = t, e*dx = dt, doz = %.

1 e e e
1 1 A B At + B(t + 2)
— de=| ——dt= =+ D) dt= | gt
/0 w2 /1 (t+2)t /1 Gt 7 /1 (t+2)t
2B=1,B=1/2.
A+B=0,A=-B=-1/2.
L | 1 [¢ 1 1 1 e
— dr == - dt=—-(1 -1 2 ‘
| wte=5 [ (G- =g 0oekd—toglt+2)|

= 210~ Tog(e +2)) — (0~ log(3)] = g1 +log(3) ~ log(e +2)]



Esercizio 3

Si stabiliscano i valori di > 0 per i quali la serie

oo

> EraE
2
— (n*+2)3"
€ convergente
Soluzione:
Calcoli:
Applico il criterio del rapporto
lim Ol _ gy, (kD2 (@423 ontl (0 +2)
n—oo @y n—oo [(n 4+ 1)2 +2]37+1  nan nsoo n [(n+1)% 4 2]
x .
Se 3 < 1 la serie converge.
Se % > 1 la serie diverge.
T > n 1
Se 3 =1,z =3 laserie diventa > o) che & asintoticaa » _ — per tanto divergente.
n n
n=0 n=0

wis
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Esercizio4

Si determini la soluzione del problema di Cauchy

y'+y —6y =122z — 2

y(0) =0
y'(0)=1
Soluzione: | y(z) = Sy 302 9p
Calcoli:
Equazione omogenea: 2"’ + 2/ — 6z =0
—1£+/1+24
82—}—8—6:07 327\/-’-—7 512_37 8222

2

Soluzione generale dell’equazione omogenea z(x) = Ae 3% + Be??.
Soluzione particolare g(z) = axz +b. (¥'(z) =a,y"(z) =0).

a—6(ax+0b)=12x — 2, —6ax+ (a —6b) =12z — 2,

a+?2
a=-2b="""=0
y(z) =
y(z) = Ae‘3“C + Be?® — 2z, y'(z) = —3Ae™3 + 2Be?® — 2
y(0)=A+B=0, A=-B
y(0)= —34+2B-2=1, 5B=3, B=3/5 A=-3/5.
y(x) = —ge_M + geh - 2z.



