Risoluzione numerica di equazioni differenziali ordinarie Metodi a piu passi

Metodi a pil passi. Esempi
» Metodo del punto medio
)’(tn—I—l) = )’(tn 1 +ftn+1 f (t)) dt
= y(ta-1) + 2hf(tn, y(t,)) + O(h®)
Upy1 = Up—1 + 2hf‘(t-n; un)

» Metodo di Simpson
y(tn+1) = y(tn-1) +ft”+1 f(t,y(t)) dt

= ¥(tn1) + G [F(tn—1, y(tn-1)) + 4f (tn, ¥ (tn)) + F(tnr1, ¥ (tns1))]
+0(h°)

h
5 [f(t,,,l, Unfl) + 4f(tn7 Un) + f(thrl; U(tn+1))]

Upy1 = Up—1+
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Metodi a pil passi

» Un metodo si dice a g passi (g > 1) se upy1 dipende da
Up+1—g Ma non da valori di vy per k <n+1—gq.

» Per innescare un metodo a piu passi servono g condizioni
iniziali.
Poiche il problema di Cauchy ne fornisce una sola, per
assegnare le condizioni mancanti si utilizzano metodi espliciti
ad un passo di ordine elevato.

» Un generico metodo a p + 1 passi € della forma

p P
Upt1 = z ajup_j+ hz bif(tn—j, un—j) + hb_1f(tni1, Unsi1)
=0 j=0

Se b_; # 0 lo schema & implicito
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Metodi a pil passi

Per un metodo a pil passi, |'errore di troncamento locale & definito
da

1 P
Toy1(h) == h y(tnt1) Zajy tn—J —h Z bjf(tn—j>)/(tn—j))
j=1

e I'errore di troncamento globale & definito da

7(h) = max, [ra(0)

Come per i metodi a un passo, un metodo a piu passi si dice
consistente se
7(h) -0 per h—0
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Metodi a pil passi

Dato il metodo a p + 1 passi

un+1—Zajun J+hz bif(tojstnj) n=p,...,N—1
j=—1

un:W,, n=0,...p

consideriamo anche la successione data da

P P
Znt1 = Z ajzZn—j+ h Z bjf(t,,,j,z,,,j) +6py1|ln=p,....,N=-1
j=0 j=—1
Zn = Wp + 0p n=0,...p

Il metodo si dice stabile se esiste hg > 0 e una costante C > 0 tali
che per ogni h € (0, ho]

|zp —up| < Ce per 0<n<N

se |dp] < eper0<n<N.
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Metodi a pil passi
Sia
un+1—ZaJu,, _j+h Z bif(tn—j, un—j)
Jj=0 -
un metodo multistep e sia

p
p(r) = P Zajrp*j.
j=0

Il metodo multistep soddisfa la condizione delle radici se tutte le
radici di p(r) sono contenute nel cerchio unita centrato nell’origine
e le radici che si trovano sul bordo sono radici semplici.

Per un metodo multistep consistente la condizione delle radici
equivalente alla stabilita.

Stabilita + consistenza = convergenza

(se I'errore sui dati iniziali tende a zero per h che tende a zero.)
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| metodi di Adams

Sia (Mpf)(t) il polinomio di grado p che interpola la funzione
f(t,y(t)) in p+ 1 punti.

y(tne1) = y(ta) + /:M f(t,y(t))dt = y(t,) + /ttn+1(ﬂ,,f)(t) dt

» Se i nodi di interpolazione sono tp, tp—1,..., th—p lo schema &
esplicito e si ha un metodo di Adams-Bashforth.

> Se i nodi sono thy1,tp, ..., thy1—p lo schema & implicito e si
ha un metodo di Adams-Moulton.
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Metodi di Adams-Bashforth

» Per p =0 (metodo ad un passo)

i) = (o) + [ " f(tmy(t)) dt

Unt1 = Up + hf(tn, up) ~ Eulero esplicito

» Per p =1 (metodo a due passi)

t— th— t—t,
(MaF)() = F(tn y(ta)) ;1 + Ftaor y(tn1)) "
n— tp—1 tn—l - tn
h
Upt1 = Up + 5 [3f(tn, un) — f(tn—1, un—1)]
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Metodi di Adams-Moulton

» Per p =0 (metodo ad un passo)

tht1
ﬂmﬂ%ﬂm+/ Ftrrsy (tne)) dt
th

Unt1 = Up + hf(tpt1, Uny1) ~ Eulero implicito

» Per p =1 (metodo ad un passo)

t—t t—t
"t (b y(tn))

M A)(t) = f(tper, y(tni1)) ——
(M)(E) = Fltrar.yltnsn) ;7 ——

h
Upt1 = Up+ 5 [f(tn+1, unt1) + f(tn, up)] ~ Crank-Nicolson
» Per p =2 (metodo a due passi)

h
Upy1 = Up + E [Sf(tn+17 un+1) + 8f(tn7 un) - f(tn—b un—l)]
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| metodi di Adams

> Per i metodi di Adams a g passi p(r) = r? — r9=1 quindi le
radici sono rp =1 e rp = 0 con moltiplicita g — 1. Sono
pertanto metodi stabili.

» In generale i metodi di Adams-Bashforth a g passi sono
consistenti di ordine q e i metodi di Adams-Moulton a g passi
di ordine g + 1.
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| metodi predictor-corrector

» La risoluzione di un problema di Cauchy non lineare con un
metodo implicito richiede la risoluzione di una equazione non
lineare.

» Ad esempi usando il metodo di Crank-Nicolson
h
Upy1 = Up + 2 [f(tn—f—h Un+1) + f(t,,, Un)]

Upy1 = w(un—i—l)

» Per risolvere questa equazione si pud usare una iterazione di
punto fisso della forma

k+1 k
a1 = W(upy).
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| metodi predictor-corrector

» La condizione di convergenza di questo metodo di punto fisso

comporta una limitazione sul passo di discretizzazione.
. . e 0

» Bisogna fornire anche un buon dato iniziale u,(,le . Questo
puo essere fatto usando un metodo multistep esplicito.

» Per contenere il costo computazionale si itera poi per un
numero fissato m di iterazioni.

» In questo modo il metodo implicito correge il valore di up41
“predetto” dallo schema multistep esplicito.

» il metodo che si ottiene & detto metodo predictor-corrector.
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| metodi predictor-corrector. Esempio

Predictor upy1 = up + %(3fn —f1)
Corrector upy1 = up + 1L72(5an +8f, — fo1)
fm = f(tm, Um), frgyk) = f(tm, uf,l,())

(P) uy = ot + 3637 — 1)

0 0
(E) fn(+)1 = f(tnt1, Uf,ﬁl)
(©) ) = ut? + (565 + 86 — £11)

(E) £ = F(top1, ul)))

Questa procedura viene indicata come procedura PECE.
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| metodi predictor-corrector. Esempio

Se lo schema predictor & di ordine k e lo schema corrector & di
ordine k* allora il metodo predictor-corrector PECE si comporta
come un metodo di ordine min(k*, k + 1).

In questo esempio il metodo predictor-corrector risulta essere di
ordine 3:

» Adams-Bashforth a due passi ~~ predictor di ordine k = 2.

» Adams-Moulton a due passi ~~ corrector di ordine k* = 3.
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| metodi predictor-corrector. Esempio

Pit economica ¢ la procedura PEC:

(P) upy = up? +436% — £7)

(E) £ = F(tnr1, D))

© oV, — o 1 (56O 1 8r® £

n
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Metodi a piu passi. Esercizi

» Verificare che il metodo di Adams-Bashforth
h
Upy1 = Uy + E [3f(tm Un) - f(tn,]_, Unfl)]

e consistente di ordine 2.

» Verificare che lo schema PECE che usa Eulero esplicito come
metodo predictor e Crank-Nicolson come metodo corrector & il
metodo di Heun.

» Verificare che il metodo a piu passi

4 1 2h

Upt+1 = §Un - gunfl + ?f(tn+la un+1)

& convergente.
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