Equazioni non lineari

Data una funzione f : [a, b] — R si cerca « € [a, b] tale che
fla) =0.

| metodi numerici per la risoluzione di questo problema sono
metodi iterativi.
Teorema Data una funzione continua f : [a, b] — R e tale che
f(a)f(b) <0, allora esiste a € (a, b) tale che f(a) = 0.

» La soluzione pud non essere unica.

» La soluzione puo esistere anche se f(a)f(b) > 0.




Il metodo di bisezione

A partire da Iy = [a, b] costruisce una successione di sottointervalli
I = [a%), b)) con:

» f(at)F(b(K) <0,

> lr1 C Ik,

b pltD) _ k1) — 1(p(k) _ 5Ky,

N



Il metodo di bisezione

Si pone a0 = a, (O = p

Per k > 0 si pone x(kt1) = M.
> Se f(x(k*1)) =0 ~» STOP.
> Se f(a(k))f(x(k+1)) <0 ~ a(k+1)) = a(k) | plkt1) = x(k+1),
> Se f(a)f(x(kHD)) > 0 ~s (kD)) = x(kt1) plktD) = plk),

Ad ogni iterazione si ha

pk) _ ) pk=1) _ j(k-1) b— 2
k+1

per k — oo.



Il metodo di bisezione

b—a
|C¥ — X(k+1)| < T
[ b —
Per avere |afx(k)|<6 s k>M.

log(2)
Esempio: b—a=1, e=10"°

k> =6log,10 ~ 6-3.32=19.92.

logy0 2
Per guadagnare una cifra significativa

1 1 1
(k) _ 50 « = (p— ~(b— ~(b—
b a\ < 10(b a), 2k(b a) < 10(b a)

10 < 2K, k > log, 10 ~ 3.32



Risoluzione di equazioni non lineari

[l metodo di Newton

Supponiamo che f & derivabile in un generico punto x(K).
Scriviamo I'equazione della retta tangente a f in tale punto:

y(x) = (x5 4+ F/(x) (x — x(K)y.

Cerchiamo x(k*1) tale che y(x(k*1)) = 0:

(
k) _ g fx

fx | )

k)

) 5 £1( (k)
m,purchef(x ) #0.

X Xk



[l metodo di Newton

Teorema Sia f € C%([a, b]). Se a € [a, b] & tale che f(a) =0 e
f'(«) # 0 allora esiste § > 0 tale che per ogni x(%) € [a — 6, + 4]
il metodo di Newton genera una succession {x(k)}i"zl che
converge ad «

kli_}moO x(k)

= .



[l metodo di Newton

Fla) = 0 = F() 1 F(x)(a — x) 4 T (o 002

¢ € I intervallo di estremi a e x(K).

f(x) oy t"(E) (k)\2
f/(X(k))—i-(a—x )=— 270 (k))(a—x )
F(6)
k1) — (k)2
a—x(k+1) — 2f’(x(k))(a x\)
o — x(k+1) (&)

(a —x(R)2 —  2f7(x(k)

purché f'(x(k)) £ 0.



[l metodo di Newton
Se f'(a) #0

o — x(k+1) ()

(0 x(0y2 — 72f’(a) per k — o0

L’errore al passo k + 1 & proporzionale al quadrato dell’errore al
passo k. Si dice che il metodo di Newton ha una convergenza del

secondo ordine.
Se f'(a) = 0 il metodo di Newton converge ancora ma la

convergenza ¢ lineare.

Esempio f(x) = x?

k1) _ o D2

ox(k) 2

x(



[l metodo di Newton

Vedremo che se la radice ha moltiplicita m maggiore di 1 si puo
modificare il metodo di Newton per ricuperare I'ordine di
convergenza 2.

f(x(k)y
(k+1) _ (k) _  erp(K)
X =X mf’(x(k)) , purché f'(x\*)) #0.

Cio presuppone di conoscere m.



Risoluzione di equazioni non lineari

[l metodo di Newton

Quando fermare il metodo di Newton? Idealmente

Ixk+D) _a| < e ~- STOP

Vedremo che un buon stimatore dell’errore per il metodo di
Newton & I'incremento. Ci si arresta quando

(k+1) _

|x x| <.

Per un metodo generico per il calcolo degli zeri un criterio
alternativo puo essere basato sul residuo

I = 1F(xK)) < e ~ sTOP

x,)

fx, )




[l metodo delle secanti

f(x(K)) — £(x(k=1)
x(k) — x(k=1)

F(xK) ~
Assegnati due valori iniziali x(=1) e x(®) per k >0

X(k) — X(k_l)

F(x(0) — F(x(k-D)

k1) () F(x(R)

Il risultato di convergenza & analogo a quello che si ha per il
metodo di Newton.

L'ordine di convergenza & intermedio tra 1 e 2 in concreto &
p =125~ 1618



Iterazioni di punto fisso

E sempre possibile trasformare il problema
“trovare « tale che f(a) = 0"

in un problema equivalente della forma

“trovare « tale che a = ®(«)

(Ad esempio basta definire ®(x) = x + f(x) ma non & |'unica
scelta possibile)




Iterazioni di punto fisso

X(O) assegnato

XUF1) = (x(K))

Teorema Se la funzione ® & tale che
> & [a, b] — [a, b).
» & ¢ CY([a, b))
» K <1 : |[d(x)|] <K Vx€]lab].
allora ® ha un unico punto fisso « € [a, b], e per ogni scelta di

x(©) € [a, b] la successione {x(K)}2°  converge ad a.



Iterazioni di punto fisso

Ordine di convergenza.

xkt) — o = o(x(K)) — d(a)
= O~ ()
(

€,¢ € I intervallo di estremi o e x(k).

(k+1) _
lim X "% — o/(a).

k—oo x(K) — ¢

Se ¢'(a) =0
XD 1,
A G ez~ 2% @)



Risoluzione di equazioni non lineari

Iterazioni di punto fisso

Un risultato di convergenza locale

Teorema Sia « un punto fisso di una funzione ¢ continua e
derivabile in un intorno di «. Se |®'(a)| < 1, allora esiste 6 > 0
tale che per ogni ogni scelta di x(0) ¢ [ — &, + d] la successione
{x(K)}ee . converge ad .

Siccome x(kt1) — o = (x(k) — 0)®/(£) con € € I intervallo di
estremi a e x(K), se [®/(a)| > 1 si ha |®'| > 1 in un intorno di a e

allora
XD —a) > [x) —qf.

La convergenza non & possibile.



Iterazioni di punto fisso

Il metodo di Newton & un metodo di punto fisso.

o)
7(x)

d(x) =

PGP = FOF"(x) _ F)F"(x)

[F'())? RGOS
Quindi se f'(a) # 0, ®'(a) = 0.

P'(x):=1

Se f(x) = (x — a)™g(x) con g(a) #0, ¥'(a) =1— = < 1.

Se £(x) = (x — a)"g(x) e W(x) := x — m{¥) allora W'(a) = 0.




Iterazioni di punto fisso

Quando fermare un metodo di punto fisso?
a—xk) = g — x(kt1) (k1) _ (k)
= q)( ) (X(k )+ X(k+1) X(k)
CD’( )(a (k) )+ x(k+1) _ (k)
¢ € I intervallo di estremi a e x(K).
o= x9] < [@/(€)] e — XV x(KFD) — <)

Assumendo |®'(£)| < 1

la — xW)] < (k+1) _ (k)|

ot
— 1= |o(¢)]

Se ®'(«) = 0 I'incremento & un buon stimatore dell’errore.

|x



Risoluzione di equazioni non lineari

Esercizi

» Data I'equazione
xXX=2x2-1=0

» dimostrare che ha soluzione nell'intervallo (2,3),

» usando il metodo della bisezione approssimare la soluzione con
errore minore di 0.2,

» usando il metodo di Newton e tomando come valore iniziale
I"approssimazione calcolata col metodo della bisezione
approssimare la soluzione con errore stimato minore di 107%.

» Approssimare v/17 con errore stimato minore di 1074,



Risoluzione di equazioni non lineari
Esercizi

Studiare la convergenza dei seguenti metodi di punto fisso per
I'approssimazione della soluzione dell’equazione

x + logx = 0.

> x(kH1D) = —jog x(K);
» X(k+1) — e—X(k).

b (kD) = L(x(K) 4 e—xMy.

(k+1) _ x(K) (1—log x(¥)
> X =P



Risoluzione di equazioni non lineari

Sistemi di equazioni non lineari

Data F : R” — R", trovare x* € R" tale che F(x*) = 0.

* % *)
Fi(xf,x5,...,x5) =0
Fo(x},x5,...,x5) =0

Esempio



Sistemi di equazioni non lineari - Metodo di Newton

Sia Jg(x) la matrice Jacobiana associata a F valutata nel punto x.

(2, = 5

Dato x(©) € R", per k =0,1,... fino a convergenza

» calcolare z(k), soluzione del sistema lineare
JF(X(k)) 2K — —F(x(k))

> aggiornare



Risoluzione di equazioni non lineari
Esercizi

Scrivere uno script di Matlab che implementi il metodo di Newton
per |'approssimazione di una soluzione del sistema di equazioni non

lineari
x> —y—1 =0
{ (x—22%+(y—-052-1 =0
n=0
inc=1
x=[1;0]
while (inc > 1.e-8 & n < 30)
n=n+1

M=[2*x(1) -1; 2*(x(1)-2) 2*x(x(2)-0.5)];
F=[x(1)2 -x(2)-1; (x(1)-2)2+(x(2)-0.5)2-1];
delta=-M\F;
inc=norm(delta)
x=x+delta

end
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