Risoluzione di sistemi lineari

Il metodo del gradiente coniugato

Il metodo del gradiente pud avere un comportamento di tipo
‘zig-zag'.

Nel metodo del gradiente r(K) ¢(k+1) = o
Il metodo del gradiente coniugato sceglie le direzioni di discesa

A-ortogonali
dO"AdD = 0se k #£ 1.

Questa scelta permette di ottenere, nel caso di matrici simmetriche
definite positive di ordine n, la soluzione in un numero di passi < n.
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Il metodo del gradiente coniugato

La nuova direzione di discesa d(**1) non sara il residuo r(k*1) ma

sara della forma
d(k+1) — r(k+1) + /Bkd(k)

Il numero reale Gy sara tale che
d®"AdHD = g7 A (kD) 4 g,dK)) = 0

ciog
d(K)7 A p(k+1)

B =~ dT Ad(k)



Il metodo del gradiente coniugato

Scelta la direzione di discesa d(¥) si cerca il minimo di

J@) = oxK) 1+ adk)
= 1(xW + ad)TAxH) 4 ad®)) — (xK) + ad()Tb

Siccome
J(@) =d®"(Ax®) — b) + ad¥)" Ad*)

il minimo si ha in « tale che J'(ax) = 0, quindi

d(K) 7 (k)
dK)T Adk)

A —



Il metodo del gradiente coniugato

Dato x(© € R”, posto d(® = ¢(® = b — Ax(®) per k =0,1,...
fino a convergenza
dOT k) (T (k)

Yk = Q0T Ad0 — 40T A

x(k+1) = x(K) 4 o, d(k)
p(k+1) = (k) — o Ad(K)

By = _d(k)TAr(k+1) . (k)T (k1)
K= T 0T ad 0T ()

dk+1) = p(k+1) 4 3, d(K)



Il metodo del gradiente coniugato

Teorema Se A & simmetrica definita positiva il metodo del
gradiente coniugatoconverge al pil in n iterazioni e

€4V 4 < 2K e

dove

o VKa(A) -1
VK(A) +1°

La rapidita di convergenza dei metodi di discesa dipende dal
numero di condizionamento della matrice del sistema.



Precondizionamento

Sostituire Ax = b col sistema equivalente P~1Ax = P~ !b.

» La matrice P si sceglie in modo che K(P~1A) << K(A).

> Assumiamo P! simmetrica definita positiva. In generale
P~1A non sara simmetrica definita positiva.

» |l sistema lineare
p=12Ap~12y = p71/2p (1)

con y = P1/2x & equivalente al sistema Ax = b e la matrice
P~1/2AP~1/2 & simmetrica definita positiva.
» P~1/2 & una matrice simmetrica definita positiva tale che
(P—1/2)2 — P_l.
» P2 & I'inversa di P~1/2 .
» Il metodo del gradiente coniugato applicato al sistema (1) non
richiede di valutare P~1/2 o P1/2,



Il metodo del gradiente coniugato precondizionato

Dato x(© € R”, posto r® = b — Ax(®), z(0) = p~1¢(0) ¢

d©® =z per k =0,1,... fino a convergenza
R CHO
Yk = G007 adk)

x(k+1) — x(k) + akd(k)
(kD) — (0 _ o AR

pg(k+1) — p(k+1)
By = ST (k+1)
k 2007 ((k)

dk+1) = z(k+1) 4 3, d(K)



Il metodo del gradiente coniugato precondizionato

Per il metodo del gradiente coniugato precondizionato
[e4D]| < 2¢4 1@

dove
Ka(P~1A) — 1

ST VR(P A 1

In generale non & possibile individuare a priori il precondizionatore
ottimale.

La scelta del precondizionatore deve essere guidata da
considerazione computazionali come il costo e la memoria richiesta.



Esercizi

Dato il sistema lineare

4 -1 2 X1 5
1 3 1 X2 | = 5
1 0 -2 x3 -1

» Verificare che il metodo di Jacobi e il metodo di Gauss-Seidel
sono convergenti.

» Partendo da x(®) = [1,0,0]7 fare due iterazioni del metodo di
Jacobi e due iterazioni del metodo di Gauss-Seidel.
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Esercizi

Date le matrici

1 -2 2 2 11
Al=| -1 1 -1 e A= 2 2 2
-2 -2 1 -1 -1 2

» Calcolare il raggio spettrale della matrice d'iterazione del
metodo di Jacobi, p(Bjy), e della matrice d'iterazione del
metodo di Gauss-Sidel, p(Bgs).

» Confrontare la convergenza dei due metodi.
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Esercizi
Data la matrice
4
A=113 4 -1
0 -1 4

» Calcolare la matrice d’iterazione del metodo di Jacobi, Bj.

» Calcolare il raggio spettrale di By, p(Bj).

» E convergente il metodo di Jacobi per un sistema lineare con
matrice A?

» Verificare che il metodo SOR per un sistema lineare con
matrice A & convergente se 0 < w < 2.

24
» Si consideri il sistema lineare Ax = | 30 |. Partendo da
—24
x(® =[1,1,1]7 fare un'iterazione del metodo SOR con

w = 1.25.
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